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Il Fardella, al suo secondo nimero,
rivela una vitalita culturale nuova.

La partecipazione di insigni studio-
si, di docenti, di cultori di varia uma-
nita ha convinto la redazione a perse-
guire con maggiore energia ed entusia-
smo lobiettivo che la rivista si é propo-
sto dallinizio: essere una palestra di
idee, di opinioni, di ricerca per quanti
intendano animare il dialogo culturale
tra le generazioni. Si tratta, infatti, di
una pubblicazione che sa e vuole guar-
dare ai giovani per valorizzarne le
risorse mentali, capirne le scelte, indi-
rizzarne lorientamento attraverso il
confronto e gli exempla suggeriti dagli
adulti.

In questo senso, la redazione ringra-
zia quanti operano nel campo della cul-
tura per il loro prezioso contributo e,
allo stesso tempo, incoraggia i giovani
a considerare Il Fardella un'opportu-
nita in pitt che consente loro di consi-
derarsi cittadini del regno della parola e
non solo della pura imumagine virtuale.

La redazione
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1l Fardella

[ Fardella tra consenso e dissenso

Quella dei Fardella, famiglia di araldica assai remota e, per molti
secoli, di indiscussa primazia civile, costituisce una storia, una proso-
pografia, che ha il ritmo temporale e I'epica ambigua di una vera e pro-
pria saga, formata dai fasti della iniziale opulenza ed egemonia politi-
ca, e dalle successive “cadute” generazionali, con le rivalse patriottiche
del secolo XIX e gli allori sbiaditi della memoria erudita degli ultimi
eredi.

Nelle epigrafi cittadine e nella onomastica di scuole e strade il rife-
rimento ai Fardella & ora aulico itinerario di ricordi, che riporta alla
mente, insieme coi profili dei personaggi, un immaginario, eroico pas-
sato della Trapani che fu. Se il Liceo Scientifico & intitolato a Vincenzo
Fardella, e al Torrearsa l'antica via dei Corallai; se la via Giovan
Battista Fardella & 'arteria principale della nuova Trapani, e allo stes-
so nome (Giovan Battista) richiama la Biblioteca Fardelliana, vuol dire
che Trapani ha voluto onorare i suoi figli migliori (nomina numina),
cosi ricordando l'antica famiglia dei Fardella, venuta in Sicilia con le
armi del conquistatore normanno, e poi distintasi negli anni per
memorabili imprese guerriere, politico reggimento e prestigio di studi.

E invece la toponomastica cittadina rende merito soltanto a un
ramo, l'ultimo, dei Fardella, quello dei Torrearsa, elevato al rango di
marchesi e conti dal re sabaudo Vittorio Amedeo nel suo breve domi-
nio settecentesco, mentre la citta ha ignorato tutti i rappresentanti del-
l'altro pitt antico ramo, quello dei Mokarta, insieme con gli altri rami
collaterali. E non solo i condottieri e i reggitori della Universitas, ma
anche i grandi intellettuali e i martiri della liberta, che pure acquisiro-
no titoli di nobilta morale per il loro ingegno e per il loro sacrificio.
Anzitutto Michelangelo Fardella, tra i maggiori esponenti del pensiero
filosofico del Seicento, amico di Leibnitz e studioso di Cartesio; e
Giacomo Fardella Calvello, patrocinatore degli interessi dell'artigiana-
to trapanese nella rivolta del 1672-73 contro il patriziato e il potere
spagnolo. Michelangelo, profugo a Messina (dove fu alla scuola del
grande matematico Giovanni Alfonso Borelli) e poi a Venezia e a
Parigi, subi per le sue idee l'inquisizione del Tribunale ecclesiastico;
mentre Giacomo fu decapitato absque pompa nel piano di
Sant’Agostino per essere stato a capo della rivolta, non ostante la dife-
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Il Fardella

sa che di lui fecero le donne delle Putielle per non farlo arrestare dagli
armigeri spagnoli.

La rimozione di questi due nomi dalla memoria degli eruditi loca-
li non fu certamente casuale, perché la rimozione avvenne da parte
della stessa famiglia che, tra il Cinque e il Seicento, era ascesa ai fasti
del potere feudale nel fedele servizio al viceregno spagnolo. Quelle due
pecore nere della famiglia non potevano avere, quindi, ricordo alcuno.

Se ai Torrearsa fu, in pratica, dedicata per indiscutibili meriti la
citta - e soprattutto ai due Giovan Balttista, lo zio, ministro del Borbone
e benemerito mecenate, ¢ il sindaco postunitario per aver promosso
I'espansione della citta al di fuori delle vecchie mura di levante; non-
ché Vincenzo, patriota illustre nel '48 e presidente del Senato del
Regno d'Italia - non si capisce, perd, come non si sia dedicato al piii
grande degli intellettuali trapanesi, a Michelangelo Fardella, una isti-
tuzione scolastica.

I Fardella di Torrearsa, gratificati della memoria onomastica di vie
e istituzioni, furono artefici del liberalismo patriottico (soprattutto
Vincenzo) e promotori di opere pubbliche, in un arco di tempo che
segna la preparazione e il conseguimento dell'indipendenza e
dell’'Unita. Questa loro indiscussa. leadership morale ed etico-civile si
conclude, negli anni '70 del secolo scorso, con la caduta della Destra
Storica, che essi rappresentarono nelle istituzioni locali (Giovan
Battista ed Enrico, insieme a Stefano Mokarta, furono sindaci di
Trapani tra il 1860 ¢ il '74) e in quelle nazionali.

II ramo Mokarta si esauri con l'ultimo, Stefano, alla fine

dell'Ottocento, Ma un altro ramo, quello antico dei Principi di San
Lorenzo e di Paceco, declino assai prima, nel '600, quando per il matri-
monio dell'ultima discendente, Maria, tutti i beni del casato passarono
ai Sanseverino.
La saga dei Fardella, tra le ambigue manovre del servizio al potere e le
accensioni del dissenso intellettuale, fino all’eresia e alla rivolta, si puo
dire sia giunta alla sua conclusione con la morte dei tre Fardella di
Torrearsa. E come tutte le storie delle grandi famiglie ha lasciato nei
segni del passato il proprio lessico (per usare una espressione di
Natalia Ginzburg), il proprio modo d'intendere il rapporto tra pubbli-
co e privato.

Salvatore Costanza

6 ‘ Liceo Scientilico «V. Fardella»



1l Fardella

Numeri ﬂ[gebn’ci

Un numero reale o complesso si dice algebrico se é radice di una
equazione algebrica a coefficienti razionali e quindi interi come ¢
sempre lecito supporre, pertanto un numero ¢ algebrico se ¢ zero di un
polinomio non nullo a coefficienti razionali.

Ovviamente ogni numero algebrico ¢ soluzione di infinite equazion
algebriche a coefficienti razionali, tra tutte le equazioni algebriche a
coefficienti razionali che hanno a come soluzione se ne scelga una di
grado minimo e supponiamo che essa abbia coefficienti interi primi tra
loro (condizione che puo sempre realizzarsi), tale equazione €
univocamente determinata da a ed ¢ irriducibile nel campo razionale.

L’equazione algebrica di grado mimmo a coefficienti interi primi fra
loro corrispondente al numero algebrico a dicesi equazione canonica di a
¢ il grado di questa equazione si dice grado di a.

Se I’equazione canonica di a ha grado maggiore di uno essa ammette,
oltre alla soluzione @, altre soluzioni che sono ancora numerl algebrici
che si dicono numeri algebrici coniugati ad a.

leoremua

Se un polinomio g(x) a coefficienti razionali si annulla per x =a esso
si annulla anche per x = a,, essendo a, uno qualunque dei coniugati di
a.
Dimostrazione. Se f(x) & I'equazione canonica di a il polinomio g(x) &
divisibile per f(x) e quindi si annulla per tutte le soluzion di f(x)=0.

Osservazioni:

(1) Ogni numero razionale 2 (con p e g interi relativi primi tra loro) € un
q

numero algebrico esso & infatti soluzione dell’equazione a coefficienti

interi (equazione canonica) gx-p =0.

(2) 2 ¢ algebrico di grado 2 e la sua equazione canonica &€ x*-2=0, il
coniugato di +/2 & —-v2, essendo V2 irrazionale possiamo concludere
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1l Fardella

che I'insieme dei numeri algebrici contiene propriamente I’insieme dei
numeri razionali.

(3) I numeri immaginari puri / e —i sono algebrici coniugati di grado 2
infatti il loro polinomio canonico & x> +1=0.

(4) Dalle osservazioni (2) e (3) si potrebbe essere indotti a pensare che
’insieme dei numeri algebrici contenga almeno tutti gli irrazionali
(quindi 1 reali, vedi osservazione (1)) cio ¢ falso infatti, ad esempio, come
proveremo pill avanti, i numeri irrazionali #'") ed e non sono numeri
algebrici (vedi conseguenze dei teoremi di Lindemann).
(*) Riportiamo di seguito una dimostrazione, la pit semplice, della irrazionalita di 7,
dimostrazione che si deve a 1. Niven (1947).

Consideriamo la funzione ausiliaria (polinomio di grado 2nm) nclle
indetcrminate a ¢ b

n » n n n-1 n=2y 2 n
7 () =Xla=bx)" [_] _ Ez f)). U_L ey
=1

il nl 2 ! il

, b e .
che si annulla per x=0 e per x=— ed cntrambi tali zeri hanno
a

molteplicita », per essa inoltre si ha f,(x)= /, [% = xJ .

Definita la funzione

Fo ()= 1 ()= £ @)+ 5 ()t (1) 177 (),

dato che la funzione ausiliaria ¢ un polinomio di grado 2n scgue che le
derivate di ordine superiore a 2n della /), (x) sono nulle. si ha

{{ ,,(,x)_senx . (x)wu} F ( )senx+ L) (*)Serrx: f,,(x).s*enx

e quindi

i

[, = J- ( )\en\dx— [['” (x)s‘emf!‘ r)cos,\]” b (71’)

0
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Il Fardella

Supponiamo per assurdo che 7 sia razionale e poniamo 7 = f_ doveaceh
)

sono i parametri che intervengono nella funzione ausiliaria, parametri che
supponiamo interi ¢ primi tra loro. Essendo a ¢ b interi il polinomio
n! f,(x) ha coefficienti interi. inoltre esso. avendo come zeri distinti 1

. g ; a .. - ) ;
numeri razionali x=0 ¢ x= /— entrambi interi di ordine ». ha le derivate
)]

sino a quella di ordine #-1 nulle in tali punti mentre le derivate successive
. - (2 . . e .
L) ,E'””(Xl...,,/,f‘"}(x) assumono. come ¢ facile verificare, valori

interi ¢ quindi 7 risulta intero in quanto lo sono F, (z) e r,(0). Ma

5 ¥ . . a
nell’intervallo ]O,Jfr[, dove ricordiamo ¢ = 3" essendo
ol
R oh n
a a a i
0</f, (r) <|=| —=a"— e 0 < senx <1, ricsce
b,) n! n!

n
a X g 7
0<, ”(x).\"cn.r-ifr”—r- e pertanto /[, & qualunque sia 5, un intero
.

n

positivo dipendente da » e non superiore a JT"H—FT. Quest’ultima
n

espressione, per n che diverge, tende a zero e cio contro il fatto che [/ , Sia

intero positivo; 1’assurdo conduce all’asserto.

INTERI ALGEBRICI

Ogni numero & soluzione di una equazione algebrica a coeflicienti
interi e con coefficiente della potenza massima uguale ad uno si dice
intero algebrico. Sono interi algebrici ad esempio —fii A mel —ide
Osserviamo che i numeri interi sono interi algebrici e che un intero
algebrico che sia razionale é necessariamente un intero.

I coniugati degli interi algebrici sono interi algebrici.

Un wnumero algebrico che non sia un intero algebrico ¢ detto
frazionario.

Liceo Scientifico «V. Fardella» 9



Il Fardella

Sia G un numero algebrico frazionario € sia

m-1

ax™ +ax"" +.. +a, =0 una equazione a coefficienti interi a cui 4

soddisfa, cio¢ tale che a, 3" +a,9""' +...+a, =0. Si consideri ora il

numero &, = a, 9%, esso soddisfa 1’equazione algebrica a coeflicient]
interi

L gyagx™ L taal T =0

i
X + apx -

pertanto @,¢ ¢ un intero algebrico. Possiamo allora concludere che ogni

numero algebrico € riducibile ad un intero algebrico moltiplicandolo per
un opportuno numero intero positivo.

IL CAMPO DEI NUMERI ALGEBRICI

Si riconosce immediatamente che se @ ¢ algebrico non nullo il suo
opposto ed il suo reciproco sono algebrici. (Se @ € un intero algebrico i
suo opposto € un intero algebrico ma nulla puo dirsi per il reciproco). Per
provare che 'insieme dei numeri algebrici ¢ un campo, sottocampo dei
complessi, basta provare che esso € chiuso rispetto all’operazione di
addizione e a quella di moltiplicazione.

Supponiamo che & e f siano numeri algebrici non nulli e

n -1 — 5
ax"+a, x" +. . +a,=0, a,#0

_m -1

nt
brn X+ bm—] X

+..+b, =0, b,#0

siano due equazioni algebriche a coefficienti razionali aventi
rispettivamente & e S come soluzione. Posto &k =n-m, siano

(1) 136351358
1 numeri

p=01.2..
g=012,. . m-1

n—1

g }

a’- % con
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1l Fardella

a 9 : = o] = ., = 5
Si considerino i numeri  (2) e o, 00 & ¢
£ —g”.8% con 0< p<n-1 il numero a& =a’'-B? & uno dei
o, iy ©i

numeri della classe (1), se ¢ & ="' f9 rsulta @& =a"-f" ed

essendo aa”+a, x""+. . +a,=0 sard
- A’ | : ; -
Gt = [cz”fla”' +.___+au] e quindi @&, ¢ combinazione lineare a
a,

coefficienti razionali dei numeri della classe (1).

Pertanto i numeri della classe (2) o sono appartenenti alla classe (1)
ovvero sono esprimibili mediante combinazione lineare a coeflicienti
razionali dei numeri della classe (1).

La stessa proprieta ¢ verificata dai numeri (3) /¢, /g, —

Da quanto visto segue che i numeri

(Of it ﬂ)gh(a +ﬁ)é:27"':(a+ﬂ)§k

sono esprimibili mediante combinazioni lineari a coefficienti razionali
dei numeri della classe (1), pertanto si ha

(a +ﬂ)‘§1 :"nl:; + 156,

=
i
(a+ﬁ)‘§z =yl T8, -

Ne consegue che il sistema lineare omogeneo

["‘11 "(a+/8)]x: T Xyt Fipy =0
Fa %, +[1'22 —((14-[)7)].\'2 t T gpky = 0

FaX, T X, +-~-+[".uf _(aJr/B)]xk =0

4)
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Il Fardella

ammette la soluzione non identica (1) e cio implica che il determinante
della matrice dei coefficienti ¢ nullo, pertanto il numero a+f ¢

soluzione dell’equazione algebrica a coefficienti razionali

=X AE ap
B Eup=F e iy
(5) - : - = 0
T Fea Few =X

e quindi algebrico.

In maniera analoga si dimostra che « - 8 ¢& algebrico.

Osservazione: se a e 3 sono interi algebrici i numeri della classe (2) e
quelli della classe (3) sono combinazioni lineari a coefficienti interi dei
numeri della classe (1) e quindi nel sistema (4) i numeri 7, sono interi e

quindi I’equazione (5) € una equazione a coeflicienti interi il cui

.- . % & . .
coefliciente della potenza massima ¢ (- 1)" e pertanto « + B & un intero
algebrico.

Mostreremo ora che il campo dei numeri algebrici ¢ un sottocampo
proprio del campo dei numeri complessi e faremo cio provandc che
I"insieme dei numeri algebrici costituiscono una infinitc numerabile.

Come abbiamo piu volte sottolineato ogni numero algebrico ¢ soluzione
di una equazione algebrica irriducibile a coeflicienti interi primi fra loro
(equazione canonica).

Sia

ayx” +ax™ 4 ra, =0

m

I’equazione canonica del numero algebrico «; diremo altezza di «
I’intero positivo

(6) h=m+jay +la |+ +ja,,

n

Fissato A, esiste un insieme f{inito di polinomi canonici verificanti la (6)
e conseguentemente un insieme finito di numeri algebrici di altezza 4 ¢

12 Liceo Scientifico «V. Fardella»



Il Fardella

4

quindi I'insieme dei numeri algebrici ¢ ottenibile come unione di una
infinita numerabile di insiemi finiti ¢ pertanto & numerabile.
Fsempi: La pit semplice equazione algebrica (canonica) x =0 ha altezza
=2 ed & lunica; le equazioni algebriche di altezza 3 sono:
x+1=0;, x=1=0; quelle di altezza quattro sono:
Ix+1=0 2x~-1=0; x—2=0, x+2=0, x¥* =1=0; x* +1=0.E cosi
via.

Diremo che un numero, reale o complesso, € trascendente se esso non

¢ algebrico. Ovviamente i numeri trascendenti sono una infinita non
numerabile.

Enunciamo il seguente 7eorema (Lindemann):

OQualunque siano i numeri algebrici distinti = 4, A,,...., A, e 1 numeri

ey

interi relativi z,,z,,. ...z, non contemporaneamente nulli risulla
A ia Ay
ze™ +z e 4. +ze™ 20,

1l Teorema di Lindemann é stato generalizzato dimostrando che:

Qualunque siano i numeri algebrici distinti 1, 2,,...,A, e I numeri

algebrici z,,z,,....,z, non contemporaneamente nulli risulta
z,e® +z,e™ +...tze™ #0.

Dal teorema di Lindemann (prima forma) discende la trascendenza di e.

Infatti se e fosse algebrico esso sarebbe soluzione di una equazione
algebrica a coefficienti interi del tipo

ayx" +ax"" +..+a, =0 con m>0

e dunque sarebbe

m m-1

ae”" +ae" +...+a,=0

ma tale uguaglianza, in virtd del teorema di Lindemann, non puo
sussistere.

Dimostriamo ora la trascendenza di .

Liceo Scientifico «V, Fardellax 13



Il Fardella

Si ha, come & noto, ¢ +1=0 ossia ¢” +¢" =0 ed essendo i numeri
iz e 0 distinti, per il teorema di Lindemann (seconda forma), non
possono essere entrambi algebrici ed essendo 0 algebrico non ¢ algebrico
inw ed essendo / algebrico segue che x ¢ trascendente cosi e risolto il
pili antico problema matematico lasciato in eredita dai greci

I’impossibilita di risolvere con riga e compasso il problema della
quadratura del cerchio.

Facilmente si verifica che la curva y = log x non passa per nessun punto
algebrico tranne che per (1,0).

Con riferimento ai numeri interi algebrici vale il seguente
Teorema (a):

Ogni radice, 8, di una equazione algebrica

il m=1

" +ax" 4+ 4y =0

con primo coefficiente 1 ¢ a,.....y interi algebrici é un intero algebrico.

Dimostrazione
Siano n,n,,...,n, , 1 gradi rispettivamente di «,.....y, cio¢ sia
mol

+...+a =0

iy

a” +aa

' ey™ '+ +e, , =0

con a,...a,,b,..b, ,¢.,...c,, interi.

Poniamo r=m-n,-n,-...-n, e consideriamo in un ordine qualunque
le r quantita

nm=a B0 con

=01 ..n—Ep=QL. # ~§ . Jf=0L...m-1,

14 Liceo Scientifico «V. Fardellas



Il Fardella

¢ immediato verificare che il prodotto @7, & una combinazione lineare a

coefficienti interi delle 77, pertanto si ha che @ e un intero algebrico.

Divisibilita .

La nozione di divisibilita nel campo di integrita degli interi algebrici si
pone come la si € posta nell’aritmetica razionale.

Def. Diremo che lintero algebrico « é divisibile per I'intero algebrico
p se il numero algebrico — & un intero algebrico.

Valgono le seguenti leggi elementari:
1) Se un intero algebrico /A divide ciascuno degli interi algebrici
a,,a,,. .., esso divide la loro somma.
ii) Se I'intero £ divide Iintero a e se I'intero y divide I'intero
/3, allora 'intero y divide I'intero « .
iii) Se f divide ¢ allora divide & y .

(3

Proprieta degli interi algebrici

I numeri interi algebrici riproducendosi mediante addizione, sottrazione
e moltiplicazione costituiscono un campo di integrita nel quale
particolare importanza hanno le unita algebriche di seguito definite.

Definizione: Diremo che un intero algebrico & é una uniia algebrica se

esso divide il numero 1, cioé se — & ancora un intero algebrico e
€

conseguentemente un 'unita algebrica (— intero algebrico ed &£ unita
&

e el 1 . . . 1l 4
algebrica implicano che 1: —=¢& ¢ un intero algebrico e pertanto — ¢
£

i

una unita algebrica).

Immediata conseguenza della definizione € la seguente proprieta:
Ogni unita algebrica divide un qualunque intero algebrico.

Altre notevoli proprieta delle unita algebriche sono le seguenti:

Liceo Scientilico «V. Fardellas 15



Il Fardella

1l prodotto di unita algebriche é una unita algebrica.
Il rapporto di due unita algebriche é una unita algebrica,
Una qualunque radice ennesima di una unita algebrica ¢ una unita

_ ’ : 1 -
algebrica (infatti posto g, =4e segue che & =——¢ e quindi
g'l

1 a1 g : - "
— =g/~ che €& un intero algebrico in quanto prodotto dell’intero
) &

1
: n— 2 3 b b . 1
algebrico &' (*) per l'unita algebrica —).
&
(*) U fatto che &~ sia un intero algebrico discende da questa semplice

considerazione:
Sia

" +ax"'+. +a, x+a,=0

m-1
I’equazione canonica che individua & : dall’essere &, = ¥& siha & = " cquindi &,
¢ un intero algebrico in quanto é radice dell'equazione algebrica a coefficienti interi

men (m=1)n

n i
X7 +ax Fow T & @ = O

n=1 . i s a i 5 o
Conseguentemente a‘]' ¢ un intero algebrico in quanto prodotto di interi algebrici,

Considerato il campo di integrita degli interi algebrici in esso ¢ facile
determinare le unita (algebriche). Consideriamo 1’equazione algebrica a
coeflicienti interi

¥* du™ ot w#l=0,

m-1"

essa ha per radici 1 numeri algebrici
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che sono interi algebrici in quanto ¢ ng =+1 da cui segue che
i1

'1 mn i ; - .
— =4 ngk , essendo il secondo membro un intero algebrico, & una

g,’ k=1.k=i
unita algebrica.
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Possiamo concludere che tutte le wnita algebriche si ottengono come
radici delle equazioni a coefficienti interi con coefficiente della potenza
massima uguale ad uno e termine noto in valore assolulo uguate ad uno.

Osservazione: Le unita algebriche sono una infinita numerabile.

Diamo ora la seguente definizione: Chiameremo associati due inferi
algebrici che si dividono scambievolmente, cioé due interi il rapporto dei
quali é un intero algebrico.

E’ facile verificare che ogni intero algebrico ha infiniti associati, infatti
moltiplicando un intero algebrico @ per una qualunque unita algebrica &

. ; : a a-& -
otteniamo !’intero algebrico a-s ed essendo —— e —— unita
a-e a

algebriche segue che @ ¢ «-& sono associati.

Da quanto visto ogni intero algebrico ha infiniti interi algebrici che lo
dividono pertanto ¢ decomponibile sempre in infiniti modi nel prodotto
di interi algebrici.

E’ facile vedere che ogni intero algebrico ha infiniti divisori che non
sono né unitad algebriche né associati, tali divisori li chiameremo
essenziali; infatti fissato D’intero algebrico @, che non sia una unita
algebrica gli interi algebrici (vedi teorema (a))

sono divisori di @ e non sono unita algebriche e tanto meno associati.
Pertanto, riguardando come essenziale la decomposizione di un intero
algebrico nel prodotto di due fattori nessuno dei quali sia una unita
algebrica, possiamo concludere che nel campo totale degli interi algebrici
non esistono numeri essenzialmente indecomponibili, anzi si verifica per
ogni intero algebrico una decomponibilita illimitata cosa assai diversa
dall’aritmetica scolastica.

Nicolo Giovannelll
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